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ПРИМЕНЕНИЕ БЕТА-БИНОМИАЛЬНОГО РАСПРЕДЕЛЕНИЯ 
ДЛЯ СТАТИСТИЧЕСКОЙ ОБРАБОТКИ ОЦЕНОК СТУДЕНТОВ

АННОТАЦИЯ. Статистическая обработка данных студентов применяется для реше-
ния различных задач в управлении учебным процессом. Традиционные методы 
математической статистики не соответствуют свойствам оценок студентов. В работе 
предлагается адаптировать модели IRT для описания оценок с целью устранения 
отмеченного недостатка. Предлагается модель оценки на основе бета-биномиально-
го распределения, в которой учитывается подготовленность студента и трудность 
аттестации в виде соответствующих параметров. Применение этого распределения 
вероятностей обосновывается возможностью учитывать разброс оценок. Для поиска 
параметров предлагается использовать два подхода. Первый подход основан на при-
менении численных методов поиска параметров для решения системы уравнений. 
Второй — использует байесовский подход, что позволяет достаточно эффективно 
уточнять параметры при получении новых оценок. По результатам обработки 
массива оценок адекватность модели подтверждена по нескольким статистическим 
критериям.
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ABSTRACT. Statistical processing of students' grades is used to solve various problems 
in managing the educational process. Traditional methods of mathematical statistics 
do not correspond to the properties of student grades. The paper proposes to adapt 
the IRT models for describing grades to improve the whole process. A model based on 
beta-binomial distribution is proposed, in which the parameters take into account the 
student's ability and the difficulty of getting a passing grade. The use of this probabil-
ity distribution is justified by the ability to take into account the variation of grades. 
It is proposed to use two approaches to identify the parameters. The first approach is 
based on the use of numerical methods for finding parameters for solving a system 
of equations. The second one uses the Bayesian approach, which makes it possible to 
rather effectively refine the parameters when obtaining new estimates. Based on the 
results of processing an array of estimates, the adequacy of the model was confirmed 
by several statistical criteria.
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Статистическая обработка данных успеваемости может быть использована для 
решения широкого круга задач от подведения итогов обучения до управления ка-
чеством учебного процесса и прогнозирования академических успехов студентов. 
Вычисление по оценкам широко применяемых статистических характеристик, 
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таких как математическое ожидание и дисперсия, не вполне правомерно, так как 
оценки студентов измеряются не в метрических, а в ординальных шкалах, кото-
рые в общем отличаются для разных дисциплин и преподавателей. Традиционные 
методы обработки оценок студентов основаны на модели генеральной совокуп-
ности. Применение таких методов продемонстрировало статистически значимую 
разницу в характеристиках множеств оценок, выставленных разными преподава-
телями, также как множеств оценок, полученных разными студентами [1]. Это 
вынуждает искать другие модели для описания статистических характеристик 
оценок. 

Такой инструмент предлагает современная теория тестирования (IRT — Item 
Response Theory) [2] для обработки результатов выполнения тестовых заданий 
разной степени сложности студентами с разными уровнями подготовки. В IRT 
вероятность 

правильного ответа на тестовое задание зависит от «трудности» задания, характе-
ризуемого параметром , уровня «подготовленности» тестируемого, задаваемого 
параметром . Так как эти переменные не наблюдаются непосредственно, то их 
называют латентными. Вероятность правильного ответа увеличивается при воз-
растании подготовленности и уменьшается при увеличении трудности. Максимум 
дифференцирующей способности теста наступает при совпадении уровней трудно-
сти и согласованности.

Привлекательной особенностью IRT является то, что она переводит оценки, 
которые измеряются в ординальных шкалах, в уровни, измеряемые в метриче-
ской шкале, которая получила название шкалы логитов. Недостатком является 
применение численных методов для определения латентных параметров. 

Первоначально IRT разрабатывалась для обработки дихотомических заданий 
с двумя результатами выполнения: 1 — «правильно» и 0 — «неправильно». Впо-
следствии этот подход был распространен [3; 4] на политомические задания с не-
сколькими вариантами ответа различной степени правильности (точности). При 
этом два основных латентных параметра (трудность задания и подготовленность 
тестируемого) дополняются параметрами вариантов ответа. Такая универсальная 
модель позволяет разделить по трудности варианты ответа. Однако, для надежно-
сти оценивания большого количества параметров требуется больше наблюдений.

В работах [5; 6] предлагается применить это подход для оценок преподавате-
лей. Прямое применение политомических моделей оценок затруднительно, так 
как на экзаменах, зачетах и в текущей успеваемости применяются разнообраз-
ные оценочные средства. Кроме этого, применяемые оценочные средства в мень-
шей степени формализованы по сравнению с тестами. Для исследования оценок 
преподавателей предлагается [5] использовать биномиальную модель, в которой 
вероятность успеха, также как в IRT, зависит от «трудности» аттестации и «под-
готовленности» студента, а второй параметр — от количества градаций в шкале 
оценивания. 

В биномиальной модели вероятность того, что i-й студент получит оценку 
 за j-ое задание, имеет биномиальное распределение

где ,
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 — параметр «подготовленности» -го студента ( ), – параметр «труд-
ности» -го задания ( ).

Все оценки полагаются независимыми в совокупности. Биномиальное распре-
деление соответствует дискретной природе оценок и предположению, что оценка 
преподавателя складывается под действием многостороннего исследования вы-
полнения задания студентом и должна быть близкой к сумме бернуллиевских 
случайных величин. 

Исследования оценок показали, что модель в целом проходит статистические 
проверки по критерию Фишера и традиционные для IRT проверки с применением 
Infit и Outfit статистик [2; 5]. Все перечисленные критерии используют матема-
тические ожидания, вычисленные в соответствии с предложенной моделью. В то 
же время обнаружилось, что оценки имеют дисперсию большую, чем это пред-
сказывает модель. Для устранения такого недостатка можно использовать рас-
пределение близкое к биномиальному, но имеющее дополнительные параметры, 
влияющие на дисперсию. Таким распределением является бета-биномиальное.

Для описания оценки предлагается использовать следующее Бета-биномиаль-
ное распределение 

где  — количество градаций оценки  -го задания,  — случайная величина, 
имеющая бета-распределение

которое зависит от параметров  «подготовленности» i-го студента и  
 «трудности» j-го задания.

В результате усреднения по распределению  получаем вероятности оценок

и числовые характеристики оценки

Особенностью параметров  и  в данной модели является то, что при ум-
ножении их на некоторый положительный коэффициент  математическое ожи-
дание не изменится, а дисперсия будет варьироваться в широких пределах от 
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 при , что соответствует дисперсии биномиального распределе-

ния, до  при . 

При обработке оценок (особенно оценок текущей успеваемости) достаточно 
часто встречаются неполные наборы, если некоторые студенты по каким-либо 
причинам не сдают экзамены или не выполняют учебные задания. Для описания 
неполного набора оценок введем индикаторы

Для оценки параметров модели можно воспользоваться методом моментов. 
Используя формулу для математического ожидания случайной величины  и 
выполняя суммирования по  и , получаем уравнения 

которые можно использовать для подбора параметров. Традиционно в IRT для 
этого используется метод Ньютона (касательных). В этом методе итерационная 
формула

использует производные по параметрам 

В итоге получаем формулы
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для определения оценок параметров численными методами. Для вычисления на-
чальных значений положим, что в первом уравнении все параметры экзаменов 
одинаковы  , в этом случае 

Аналогично полагая , получаем

Значения  и  обеспечивают начальные значения оценок, со-
ответствующие самой массовой оценке — «хорошо». Вычислительный процесс 
обладает хорошей сходимостью при соблюдении условия вариативности оценок: 
отсутствуют или исключены ситуации, когда все оценки некоторого задания ми-
нимальны или максимальны. Можно показать, что поиск параметров сводится 
к минимизации неотрицательной квадратичной формы, что обеспечивает сходи-
мость итерационных вычислений.

Для оценки латентных параметров бета-биномиального распределения можно 
применить байесовский подход. Привлекательность подхода обусловлена возмож-
ностью скорректировать уже известные оценки с учетом новых наблюдений по из-
вестной формуле Байеса. Существенную роль в реализации байесовского подхода 
играют распределения, сопряженные с наблюдаемой генеральной совокупностью. 
Если априорное распределение принадлежит семейству сопряженных распределе-
ний, то и апостериорное принадлежит этому семейству. 

В [7] показано что для биномиального распределения с неизвестным параме-
тром  (вероятность успеха), семейство сопряженных распределений принадле-
жит классу бета-распределений. Для применения байесовского подхода к оценке 
латентных параметров предположим, что априорным распределением является 
бета распределение:

Пусть в результате очередного измерения была получена оценка . В со-
ответствии с байесовским подходом апостериорное распределение
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также является бета-распределением с параметрами .
Рассматривая апостериорные распределения для всего множества наблюдаемых 

оценок, получаем следующие параметры бета-распределения латентных переменных

В качестве начальных значений  и  можно выбрать предварительно вы-
численные оценки или выбрать небольшие положительные значения, чтобы ис-
ключить ситуацию нулевого значения параметров, если все оценки будут нулевы-
ми или максимальными.

Обработка данных показала, что совпадают математические ожидания оценок 
биномиальной и бета-биномиальной моделей, а оценка дисперсии остатков совпа-
дает с вычисленным значением бета-биномиальной модели.
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